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Wenn  wir  die  Fortschritte  betracht 
geometrische  Wissenschaft  gemacht  hat,  seil 
Euklid  in  die  Form  eines  logisch  be^-tindeten 
gebracht  wurde,  so  fällt  uns  auf,  wie  sehr  die  Bereicl 
rung  ihres  Inhalts  durch  neue  Wahrheiten  und  die  Er- 
kenntnis des  Zusammenhanges  derselben  j^erzeit  ab- 
hängig gewesen  ist  von  der  Ausbildung  ihrer  Metlioden. 
Welche  Fülle  neuer  Resultate  verdankt  sie  nicht  dem 
genialen  Gedanken  des  Descaites,  die  Operationen  der 
Arithmetik  und  Algebra,  deren  sie  sich  vorher  nui'  zu 
dem  beschränkten  Zwecke  von  Messungen  bediente,  ihr 
zum  Zwecke  systematischer  Durchforschung  von  nocli 
unbekannten  Gebieten  dienstbar  zu  machen!  Wie  sehr 
wurde  nicht  die  Einsicht  in  den  inneren  Zusammenhang 
dieser  Resultate  gefördert  durch  Steiner's  erfolgreichen 
.V^ersuch,  die  Geometrie  auf  ganz  neuer  Grundlage  aufzu- 
bauen, unabhängig,  wie  das  System  des  Euklid,  von  den 
inzwischen  schon  oft  zur  drückenden  Fessel  gewordenen 
Rechnungsmethoden,  umfassend,  und  aus  dem  engen  Ge- 
dankenkreise der  Euklidischen  Foi-schung  liinausführend, 
wie  das  System  des  Descartes! 

Wir  sehen  aber  auch,  wie  bei  allen  diesen  Fuil- 
schritten  die  Geometiie  in  einer  bestimmten  Hinsicht  den 
Chaiakter  einei-  Erfahrungswissenschaft  bewahrt.  Wenn 
sie  auch  längst  über  das  in  ihrem  Namen  liegende  be- 
schränkte Ziel,  die  Thatsachen  der  Ebene  zu  erforschen, 
hinausgegangen  wai*  und  den  Raum  in  den  Kreis  ihrer 
Betrachtung  gezogen  hatte,  unseren  Weltraum  mit  der 
Fülle  der  in  ihm  teils  wirklich  existierenden,  teils  ge- 
dachten körperlichen  Gebilde:  aus  diesem  a  priori  gege- 
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benen  Gebiete  war  ^ie  nie  herausgekommen,  ja  man 
würde,  selbst  in  den  Kreisen  dei'  Matliematiker,  bis  in 
die  neuere  Zeit  jedeti  Gedanken  einer  ausserräumlichen 
Geometrie  als  absurd  verworfen  haben,  wie  man  noch 
vor  30  Jahren  in  den,  Lehrbüchern  die  imaginären  Grös- 
sen ,  die  jetzt  ein  Gemeingut  unserer  Rechnungen  sind, 
als  unmögliche  bezeichnete.  Auch  die  philosophischen 
Spekulationen  und  wechselnden  Ansichten  über  das 
Wesen  dieses '^Veltraumes  hatten  auf  die  Richtung  und 
den  Charakter  der  geometrischen  Forschung  keinen  Ein- 
fluss  gehabt;  aus  der  Erfahrung  nahm  man  die  Grund- 
lagen der  Geometrie,  in  dem  Erfahrungsraume  vollzogen 
sich  ihre  Operationen,  entstanden  und  blieben  ihre 
Gebilde. 

Wenn  nun  trotzdem  in  verhältnismässig  kurzer  Zeit 
Begriffe  wie  „vierte  Dimension  des  Raumes"  und 
„vierdimensionaler  Raum"  nicht  nur  in  der  Wissen- 
schaft sich  eingebürgert,  sondern  sogar  die  Aufmerksam- 
keit des  grossen  Publikums,  welches  doch  sonst  von  den 
Spekulationen  der  reinen  Mathematik  sich  fernzuhalten 
pflegt,  in  dem  Masse  auf  sich  gezogen  haben,  dass  sie 
ihm  trotz  ihrer  Rätselhaftigkeit  wenigstens  geläufige 
Ausdrücke  geworden  sind,  so  drängen  sich  von  selbst 
die  Fragen  auf:  Woher  stammen  diese  anscheinend  so 
widerspruchsvollen  Begriffe?  wie  konnten  sie  so  populär 
werden?  wie  sind  sie  zu  verstehen?  und  welche  wissen- 
schaftliche Berechtigung  haben  sie  ?  —  Ein  Versuch,  diese 
Fragen  von  dem  hier  allein  massgebenden  mathematischen 
Standpunkte  zu  beantworten,  dürfte  auch  den  Lesern 
nicht  unwillkommen  sein,  zumal  da  in  der  Regel  jeder, 
der  über  diesen  Gegenstand  Belehrung  sucht,  nicht 
nur  den  in  der  Natur  der  Sache  liegenden  Schwierig- 
keiten, sich  darüber  klar  zu  werden,  gegenübersteht, 
sondern  auch  einer  teils  durch  weitverbreitete,  un- 
absichtliche Missverständnisse ,  teils  durch  bewusste 
Täuschungen  herbeigeführten  argen  Verwirrung  der  Vor- 
stellungen und  Begriffe. 

Schon  die  doppelte  Ausdrucksweise:  „vierte  Dirnen- 


sion  des  Raumes"  und  „vierdimensionaler  Raum"  ist  ein 
Zeichen  dieser  Verwirrung.  Wenn  man  von  einer  vierten 
Dimension  des  Raumes  spricht,  so  stellt  man  sich  vor, 
dass  unserem  Welträume  neben  den  drei  Ausdehnungen 
der  Länge,  Breite  und  Höhe,  noch  eine  mysteriöse  vierte 
Dimension  von  gleichartiger  Natur  mit  den  anderen  zu- 
geschrieben werde.  Dies  ist  aber  ein  Unding,  und  die 
ganze  Ausdrucksweise  „vierte  Dimension  des  Raumes" 
beruht  auf  einem  Miss  Verständnis  und  ist  zu  verwerfen. 
Spricht  man  dagegen  von  einem  vierdimensionalen  Räume, 
so  hat  zu  diesem  Begriffe  die  folgende  Ueberlegung  ge- 
führt: In  der  Geometrie  wird  uns  gezeigt,  dass  der 
Punkt  keine  Ausdehnung  hat,  die  gerade  Linie  eine 
einzige,  die  wir  Länge  nennen,  die  ebene  Fläche  deren 
zwei,  nämlich  Länge  und  Breite,  der  Raum  dagegen, 
wie  jeder  Körper,  der  ja  nur  einen  Teil  desselben  vor- 
stellt, deren  drei,  wie  schon  oben  bemerkt.  Da  nun  die 
Gerade,  die  Ebene  und  der  Raum  in  gleicher  Weise 
Gebiete  sind,  in  denen  wir  allerlei  geometrische  Gebilde 
konstruieren  und  deren  Eigenschaften  untersuchen  können, 
so.  können  wir  auch  den  Begriff  des  Raumes  erweitem, 
indem  wir  die  Gerade  einen  eindimensionalen  Raum 
nennen  und  die  Ebene  einen  zweidimensionalen,  während 
unser  Weltraum  ein  dreidimensionaler  Raum  bleibt.  Und 
wir  können  uns,  zwar  nicht  in  anschaulicher,  aber  doch 
in  abstrakt  denkender  Weise  zu  dem  Begriffe  eines  vier- 
dimensionalen Raumes  erheben,  in  welchem  unser  Welt- 
raum (Erfahrungsraum)  neben  beliebig  vielen  anderen 
seinesgleichen  ebenso  Platz  hätte,  wie  beliebig  viele 
Ebenen  in  unserem  Welträume,  oder  beliebig  viele  Ge- 
raden in  einer  Ebene.  Dieser  „vierdimensionale  Raum" 
ist  also  ein  reines  Produkt  mathematischer  Spekulation, 
dient  nur  mathematischen  Zwecken,  und  um  die  Krage 
nach  seiner  etwaigen  wirklichen  Existenz  kümmert  sich 
kein  Mathematiker. 

Dies  musste  zui-  Klarstrlhmg  d'-  l'-'-Lnitics  voraiige- 
schickt  werden.  Man  wird  nun  fra-^vu:  Wenn  die  G<'0- 
metrie  sich  2000  Jahre  lang  mit  den  Räumen  zufrieden 


gab,  die  nur  mit  einer,  zwei  oder  drei  Dimensionen  be- 
dacht sind,  und  wenn  doch  von  diesen  allein  praktische 
Anw^endungen  auf  die  Gebilde  der  realen  Welt  za  machen 
sind,  wie  kam  man  in  dem  nach  praktischen  Anwendungen 
alles  AVissens  gierigsten  aller  Jahrhunderte  dazu,  die 
Geometrie  auf  ein  so  nebelhaftes  Gebiet  auszudehnen, 
und  hiermit  einen  Schritt  ins  Abstrakte  zu  thun,  wie  er 
in  gleicher  Kühnheit  in  der  Wissenschaft  selten  dage- 
wesen? —  Die  Erklärung  ist  leicht,  wenn  man  bedenkt, 
dass  zwar  die  angewandten  Wissenschaften  in  ihrer  Ent- 
wickelung  durch  die  Forderungen  der  Zeit  beeinflusst, 
hier  gehemmt,  da  gefördert  werden,  dass  aber  eine  reine 
Geisteswissenschaft,  wie  die  Mathematik,  in  ihrer  Aus- 
bildung unentwegt  vorw^ärts  schreitet,  da  die  treibenden 
Kräfte  nur  in  ihr  selbst  wirken.  Wie  diese  Kräfte  nun 
gerade  in  unserem  Jahrhundert  zur  Entstehung  einer 
Geometrie  des  vierdimensionalen  Raumes  drängten,  sei 
der  näcliste  Gegenstand  unserer  Betrachtung. 

Schon  lange  war  es  den  Mathematikern  aufgefallen, 
dass  für  einen  der  elementarsten  geometrischen  Sätze, 
betreffend  die  Winkel,  welche  eine  Gerade  mit  zwei 
Parallelen  bildet,  ein  strenger  Beweis  nicht  erbracht 
werden  konnte,  so  dass  derselbe  als  eine  unbewiesene 
l^hatsache  unter  dem  Namen  „Parallelenaxiom"  (11.  Axiom 
des  Euklid)  in  den  Lehrbüchern  seine  Stelle  fand.  Dieser 
Umstand  führte  schliesslich  mehrere  Geometer  auf  den 
Gedanken,  die  Grundzüge  einer  Geometrie  zu  entwickeln, 
in  welcher  dieses  Axiom  nicht  galt,  also  auch  nicht  be- 
wiesen zu  werden  brauchte.  Natürlich  ^Mirden  in  dieser 
„nichteuklidischen"  Geometrie  alle  diejenigen  Resultate, 
die  sonst  aus  jenem  Axiome  folgten,  durch  neue,  unseren 
gewohnten  geometrischen  Anschauungen  und  Begriffen 
widersprechende  ersetzt.  Namentlich  zeigte  sich,  dass  in 
der  nichteuklidischen  Geometiie  die  Winkelsumme  eines 
Dreiecks  kleiner  als  180^  war.  Später  fand  man,  dass 
noch  eine  diitte  Geometrie  erdacht  werden  konnte,  in 
welcher  jene  Summe  grössei-  als  180"  gefunden  wurde. 
Theoretisch  erschienen  alle  drei  Arten  der  Geometrie  als 
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gleichberechtigt,  aber  es  mussten  die  beiden  neu  gefun- 
denen Arten  so  lange  als  widersinnig  betrachtet  werden, 
als  man  nicht  ein  Gebiet  angeben  konnte,  in  welchem 
sie  wirklich  galten.  Nun  stellte  sich  aber  hei'aus,  dass 
die  letztgenannte  Geometrie  keine  andere  war  als  die  der 
(konstant  positiv  gekrümmten)  Kugelfläche,  vorausgesetzt, 
dass  man  die  grössten  Kugelkreise  als  gerade  Linien  der 
Kugelfläche  aufl'asste;  und  auch  für  die  nichteuklidische 
Geometrie  wurde  eine  (konstant  negativ  gekrümmte) 
Fläche  gefunden,  auf  welcher  sie  unter  entsprechenden 
Voraussetzungen  Geltung  fand.*)  Diese  Flächen  erhielten 
nun  durch  die  besonderen  Geometrieen,  die  man  für  sie 
gefunden,  gewissermassen  gleichen  Rang  mit  der  Ebene 
(Fläche  mit  der  Krümmung  Null) ;  und  wenn  man  nun  alle 
diei  Flächen  als  zweidimensionale  Räume  bezeichnete, 
die  sich  nur  durch  die  Beschaöenheit  ihrer  Krümmung 
unterschieden,  so  konnte  es  nicht  ausbleiben,  dass  man 
diese  neuen  Vorstellungen  auch  auf  den  dreidimensionalen 
Raum  zu  übertragen  suchte,  und  neben  den  bisher  allein 
betrachteten  Weltraum,  der  jetzt  als  einziges  uns  be- 
kanntes und  zugängliches  Exemplar  der  Gattung  „drei- 
dimensionaler Raum  mit  der  Krümmung  Null"  erschien, 
noch  zwei  Arten  von  Räumen  setzte,  einen  positiv  und 
einen  negativ  gekrümmten.  Selbstverständlich  verzichtete 
man  hier  von  vornherein  auf  jeden  Versuch,  einen  der- 
artigen Raum  wirklich  aufzufinden;  auch  war  man  in 
der  Erkenntnis  der  Bedeutung  der  abstrakten  Geometrie 
schon  weit  genug  vorgeschritten,  um  diese  Räume  nicht 
deshalb  als  widersinnige  Denkprodukte  zu  verwerfen, 
weil  unsere  li]rfahrung  über  die  p]xistenz  eines  einzigen 
krümmungslosen  Raumes  uns  verbot,  diese  Räume  als 
wirklich  existierend  anzusehen.     Dieselben  waren   eben 


*)  Beispiele  für  die  oben  erwähnten  Dreiecke  liefern:  1.  im 
Kall(?  der  zulotztgenannten  (leometrie  ein  Dreieck  auf  der  Erdkugel, 
begrenzt  von  einem  Aequatorbog-en  und  zwei  nus  seinen  Endpunkten 
iiacli  einem  Pol  gehenden  Meridian  bogen;  2.  im  Falle  der  nicht- 
euklidischen Geometrie  ein  ebenes  Dreieck,  gebildet  aus  drei  Kreis- 
bogen, welche  einem  in  der  Dreiecksflllche  gelegenen  Punkte  sämt- 
lich ihre  convex  gekrümmte  Seite  zuwenden. 


Produkte  mathematischer  Ueberlegung,  wie  tausend  an- 
dere geometrische  Gebilde,  nur  dass  sie  der  Anschau- 
lichkeit entbehrten. 

Nun  lehrte  aber  die  Geometrie,  dass  alle  ebenen 
und  gekrümmten  zweidimensionalen  Flächen  in  unserem 
dreidimensionalen  krümmungslosen  Welträume  existierten, 
oder  konstruiert,  oder  wenigstens  gedacht  werden  konnten, 
und  es  lag  daher  wieder  nahe,  füi'  die  drei  Arten  des 
dreidimensionalen  Raumes  ein  gemeinsames  krümmungs- 
loses vierdimensionales  Gebiet  anzunehmen,  "in  welchem 
sie  alle  Platz  linden  konnten,  und  zwar  nicht  in  je 
einem,  sondern  in  beliebig  vielen  Exemplaren.  Dieses 
Gebiet  ist  der  vierdimensionale  Raum  der  Mathematik. 
Die  Methode  der  Analogie,  welche  uns  hier  aus  dem 
Gebiete  des  dreidimensionalen  Raumes  in  das  des  vier- 
dimensionalen  geführt  hat,  gestattet  sofort  den  Schluss, 
dass  dieser  abstrakte  Prozess  der  Raumbildung  beliebig 
weit  fortgesetzt  werden  kann,  und  in  der  That  besitzen 
wir  schon  zahlreiche  Resultate  der  Geometrie,  welche  für 
einen  Raum  von  beliebig  vielen  Dimensionen  gelten. 

Neben  den  Betrachtungsweisen  der  nichteuklidischen 
Geometrie  boten  sich  aber  auch  noch  andere  Wege,  um 
zu  einer  Ausdehnung  des  Raumbegriffes  auf  mehr  als 
drei  Dimensionen  zu  gelangen.  Namentlich  hätte  die 
von  alters  her  bekannte  und  seit  Descartes,  wie  im  Ein- 
gange erwähnt,  zur  Auffindung  neuer  Wahrheiten  plan- 
mässig  ausgenutzte  Anwendung  des  Zahl-  und  Massbe- 
griffes auf  die  Geometrie  schon  längst  zur  Ausführung 
jener  Verallgemeinerung  führen  können,  wenn  nur  irgend 
eine  zwingende  Veranlassung  dazu  sich  geboten  hätte. 
Bedenkt  man  nämlich,  dass  eine  einfache  Zahl  a  die 
Länge  einer  gemessenen  Strecke  darstellt,  die  zweite 
Potenz  dieser  Zahl,  a^,  den  Flächeninhalt  des  über  der 
Strecke  a  als  Seite  errichteten  Quadrates,  und  die  dritte 
Potenz  a^  den  Rauminhalt  des  über  diesem  Quadrate  als 
Grundfläche  konstruierten  Würfels,  so  entsteht  naturge- 
mäss  die  Frage  nach  der  geometrischen  Bedeutung  der 
folgenden  Potenzen  a*,  a^  u.  s.  w.,  und  man  sieht  leicht, 
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dass  diese  Grössen  die  Resultate  der  einfachsten  Inhalts- 
bestimmung-en  in  den  Räumen  mit  4,  5  und  mehr  Di- 
mension sind,  sobald  man  sich  nur  entschliesst,  diesen 
Räumen  und  den  für  sie  geltenden  Geometrieen  das 
Bürgerrecht  in  der  Geometrie  zu  gewähren,  trotzdem 
dass  die  Anschauung  uns  hier  überall  im  Stich  lässt.  — 
Da  ferner  eine  Gleichung  als  algebraische  Ausdrucksform 
für  einen  Punkt,  eine  Linie  oder  eine  Fläche  angesehen 
werden  kann,  je  nachdem  sie  1,  2  oder  3  veränderliche 
Grössen  enthält,  so  ergiebt  sich  \on  selbst  die  Frage 
nach  der  geometrischen  Bedeutung  einer  Gleichung  mit 
4  und  mehr  Yeränderlichen.  Und  auch  diese  Bedeutung 
wird  in  den  Räumen  mit  4  und  mehr  Dimensionen  ge- 
funden. Wenn  nun  auch,  wie  gesagt,  diese  Ueberle- 
gungen  nicht  die  Veranlassung  zur  Aufstellung  des  Be- 
griffs mehrdimensionaler  Räume  geworden  sind,  so  sieht 
man  doch,  wie  einfach  diese  Räume  sich  in  den  Rahmen 
geläufiger  geometrischer  Vorstellungen  einfügen,  und  wie 
brauchbar  sie  sind,  um  die  sonst  nur  in  beschränkten 
Grenzen  mögliche  gegenseitige  Verwandlung  algebraischer 
und  geometrischer  Betrachtungen  und  Resultate  beliebig 
weit  auszudehnen. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  die  Geometrie  ur- 
sprünglich den  Charakter  einer  Erfahrungswissenschaft 
besitzt,  und  zwar  nicht  nur,  weil  die  Ausgangspunkte 
ihrer  Betrachtungen  in  dem  Erfahmngsraume  und  der  in 
demselben  verteilten  Körperwelt  liegen,  sondern  auch, 
weil  sie  beständig  in  der  Lage  ist,  die  Richtigkeit  ihrer 
Ergebnisse  durch  die  Uebereinstimmung  derselben  mit 
den  Thatsachen  der  Wirklichkeit  messend  zu  kontrollieren. 
Da  aber  anderseits  die  geometrischen  Gebilde  neben  ihrer 
Verkörperung  (wozu  auch  Zeichnungen  und  alle  sonstigen 
Hilfsmittel  der  Anschauung  zu  rechnen)  auch  eine  ideale 
Existenz  in  unserem  Geiste  besitzen,  und  sogar  erst  in 
diesen  gedachten  und  vorgestellten  Gebilden  ihre  Eigen- 
schaften in  voller  Reinheit  zum  Ausdruck  kommen,  so 
muss  es  nicht  nur  möglich  sein,  die  Geometrie,  wie  längst 
üblich,    in  dem  Sinne  als  reine  Geisteswissenschaft  auf- 


—     10     - 

zufassen  und  zu  entwickeln,  dass  man,  den  Begriff  des 
Weltraums  und  die  Grundaxiome  abgerechnet,  von  der 
Erfahrung  gänzlich  Abstand  nimmt,  sondern  es  muss  auch 
möglich  sein,  die  Anzahl  der  Dimensionen  des  betrach- 
teten Gebietes  (Gerade,  Ebene  oder  Raum)  als  neben- 
sächlich anzusehen  und  eine  Geometrie  zu  entwerfen, 
deren  Wahrheiten  in  jedem  Gebiete  von  beliebig  vielen 
Dimensionen  gelten.  Zu  dieser  abstrakten  Wissenschaft 
würden  dann  unsere  Geometrieen  der  Ebene  und  des 
Raumes  in  dem  Verhältnis  stehen,  dass  sie  specielle  Fälle 
derselben  darstellen,  welche  in  den  Erscheinungen  unserer 
Körperwelt  ein  reales  Geltungsgebiet  besitzen.  Diese 
abstrakte  Auffassung  der  geometrischen  Wissenschaft-  ist 
nun  in  der  That  vor  mehr  als  40  Jahren  durch  Grass- 
mann  begründet  und  zur  Durchführung  einer  solchen 
n-dimensionalen  Geometrie,  der  ,^ Ausdehnungslehre",  ver- 
wendet worden,  wozu  allerdings  eine  besondere  analy- 
tische Methode  erforderlich  war,  die  schliesslich  von  dem 
parallelen  geometrischen  Gedankenprozesse  sich  nur  diircli 
die  äussere  Form  der  Darstellung  und  die  Terminologie 
unterscheidet.  Es  ist  demnach  im  Ganzen  ersichtlich, 
dass  es  sich  bei  diesem  Unternehmen  nicht  nur  um  einen 
vierdimensionalen  Raum,  sondern  um  ein  Gebiet  mit  be- 
liebig vielen  Dimensionen  handelt,  und  dass  in  dieser 
abstrakten  Geometrie  der  anscheinende  Widerspruch,  in 
welchen  sich  der  Begriff  eines  mehr  als  dreidimensionalen 
Raumes  mit  den  sonstigen  Thatsachen  der  Geometrie  setzt, 
völlig  verschwindet. 

.  Aus  der  Art  und  Weise,  wie  man  zu  dem  Begriffe 
eines  vier-  und  mehrdimensionalen  Raumes  gelangt,  ei*- 
giebt  sich  nun  auch  die  Methode,  wie  man  diese  anfäng- 
lich leeren  Gebiete  mit  widerspruchsfreien  geometrischen 
Gebilden  füllen  und  an  diesen  Gebilden  Eigenscliaften 
erkennen  kann.  Es  ist  einfach  die  Methode  der  Ana- 
logie, die  fi'eilich  mit  umso  grösserer  Vorsicht  gehandliabt 
werden  muss,  da  die  Kontrole  der  Anschauung,  durcli 
die  wir  in  der  Geometrie  gewissermassen  verwöhnt  sind, 
hier  fehlt.    Da  wo  man  eine  algebraische  Grundlage  für 
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die  geometrischen  Untersuchungen  hat,  also  namentlich 
in  der  analytischen  Geometrie  des  Descartes,  ist  diese 
Methode  der  Analogieschlüsse  eine  ganz  leichte  und 
sichere;  denn  die  Ausdehnung  der  algebraischen  Be- 
trachtungen auf  mehrdimensionale  Gebiete  erfolgt  nach 
bestimmten,  allgemein  anerkannten  Gesetzen,  und  im 
üebrigen  kommt  es  nur  noch  darauf  an,  die  Ergebnisse 
der  Rechnung  in  die  Ö])rache  der  Geometrie  zu  über- 
tragen. Denn  ebenso,  wie  man  aus  mehreren  aufein- 
anderfolgenden Gliedern  einer  gesetzmässig  gebildeten 
Zahlenreihe,  z.  B.  1,  4,  9,  16  .  .  .  oder  1,  3,  6,  10  .  .  . 
auf  die  Grösse  aller  folgenden  schliessen  kann,  ebenso 
ist  auch  das  Verfahren,  durch  welches  man  aus  der  Ge- 
stalt der  Gleichungen  mit  1,  2  oder  3  veränderlichen 
Grössen  auf  die  Existenz  und  die  Eigenschaften  dei' 
ihnen  entsprechenden  geometrischen  Gebilde  schliessen 
kann,  vorbildlich  für  die  Untersuchung  von  Gleichungen 
mit  noch  mehr  Veränderlichen  und  die  durch  sie  darge- 
gestellten  Gebilde. 

Schwieriger  wird  der  Fortschritt  ins  Mehrdimensionale 
da,  wo  die  rechnerische  Begründung  dieses  Fortschrittes 
nach  der  Natur  der  Sache  ausgeschlossen  oder  nur  künst- 
lich zu  erlangen  ist.  Ein  Beispiel  für  diesen  Fall  bietet 
die  Frage  nach  der  Anzahl  und  Beschaffenheit  der  so- 
genannten regulären  Gebilde,  zunächst  im  vierdimen- 
sionalen  Räume.  Man  weiss,  dass  es  in  der  Ebene  re- 
guläre Vielecke  von  jeder  beliebigen  Seitenzahl  giebt, 
die  das  gemeinsame  Merkmal  haben,  dass  ihre  Flächen 
von  lautei*  gleichlangen  Strecken  begienzt  werden,  von 
denen  immer  je  zwei  in  einem  P^ckpunkte,  und  zwar 
unter  lauter  gleichen  Winkeln  zusammenstossen.  Die 
entsprechenden  Gebilde  des  Raumes  sind  die  regelmässigen 
Körper,  die  von  kongruenten  regelmässigen  Vielecken 
begrenzt  werden,  von  welchen  in  jedei*  Ecke  des  Körpei's 
eine  gleiche  Anzahl  zusamraenstösst,  während  in  allen 
Kanten  je  zwei  Flächen  unter  gleichen  Winkeln  zu- 
sammentreffen. Solcher  Köiper  giebt  e^  bekanntlich  nur 
fünf.    Unter  diesen  werden  drei  von  gleichseitigen  Drei- 
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ecken  begrenzt,  von  welchen  in  jeder  Ecke  drei  (beim 
Tetraeder)  oder  vier  (beim  Oktaeder)  oder  fünf  (beim 
Ikosaeder)  zusammenstossen;  einer  (der  Würfel  oder  das 
Hexaeder)  wird  von  Quadraten,  einer  (das  Dodekaeder) 
von  regelmässigen  Fünfecken  begrenzt,  wobei  jedesmal 
drei  Grenzflächen  um  eine  Ecke  gelagert  sind.  Es  ist 
nun  nachgewiesen,  dass  auch  der  vierdimensionale  Raum 
ganz  analoge  regelmässige  Gebilde  besitzt,  die  ihrerseits 
wieder  von  regelmässigen  Körpern  begrenzt  werden,  und 
zwar  so,  dass  bei  jedem  dieser  Gebilde  in  allen  Ecken 
und  Kanten  jedesmal  gleich  viele  Grenzkörper  zusammen- 
treffen. Solcher  Gebilde  giebt  es  sechs,  und  zwar  sind 
die  Grenzkörper  in  drei  Fällen  Tetraeder,  in  je  einem 
Falle  Hexaeder,  Oktaeder  und  Dodekaeder.  Dehnt  man 
diese  Betrachtungen  auf  Räume-  von  beliebig  vielen  Dimen- 
sionen aus,  so  findet  sich,  dass  drei  Arten  regelmässiger 
Gebilde  in  jedem  dieser  Räume  vertreten  sind.  Die 
erste  Reihe  von  Gebilden  beginnt  in  der  Ebene  mit 
dem  gleichseitigen  Dreieck,  begrenzt  von  drei  kon- 
gruenten Strecken ;  dann  folgt  im  dreidimensionalen  Räume 
das  regelmässige  Tetraeder  (Yierflach),  beg-renzt  von 
vier  kongruenten  gleichseitigen  Dreiecken,  und  im  vier- 
dimensionalen  Räume  das  sogenannte  Fünfzeil,  begrenzt 
von  fünf  kongruenten  regelmässigen  Tetraedern.  Die 
zweite  Reihe  beginnt  in  der  Ebene  mit  dem  Quadrat 
(Viereck),  begrenzt  von  vier  kongruenten  Strecken, 
setzt  sich  im  dreidimensionalen  Räume  fort  mit  dem 
Würfel  (Sechs flach),  begrenzt  von  sechs  kongruenten 
Quadraten,  und  im  vierdimensionalen  Räume  mit  dem 
Achtzeil,  begrenzt  von  acht  kongruenten  Würfeln. 
Die  dritte  Reihe  beginnt  in  der  Ebene  ebenfalls  mit  dem 
Quadrate;  es  folgt  im  gewöhnlichen  Räume  das  Oktaeder 
(Achtflach),  begrenzt  von  acht  kongruenten  Dreiecken, 
und  im  vierdimensionalen  Räume  das  Sechzehnzeil, 
begrenzt  von  sechzehn  Tetraedern.  Das  Bildungsgesetz 
dieser  drei  Reihen  von  Gebilden  ist  nach  diesen  Angaben 
auch  für  die  höheren  Räume  leicht  zu  erkennen. 

Aber  so  einfach  auch  füi*  das  abstrakte  Denken  der 
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Fortscliritt  in  den  vierdimensionalen  Raum  sich  oft  ge- 
staltet, immer  wieder  macht  sich  der  Mangel  an  An- 
schaulichkeit bei  allen  Begriffen  und  Sätzen,  welche  diesen 
Raum  betreffen,  auf  das  Störendste  geltend,  und  selbst 
geübte  Forscher  sind  Irrtümern  aus  diesem  Anlass  nicht 
entgangen.  Man  hat  daher  auch  nach  verschiedenen 
Richtungen  überlegt,  wi(i  wohl  diesem  Mangel  abzuhelfen 
sei.  Die  gründlichste  Abhilfe  wäre  freilich  die,  dass  es 
uns  gelänge,  unsere  geometrische  Vorstellungskraft  in 
der  Weise  auszubilden,  dass  es  uns  möglich  würde,  vier- 
dimensionale  Gebilde  uns  im  Geiste  ebenso  vorzustellen, 
wie  es  mit  den  dreidimensionalen  Gebilden  der  Fall  ist. 
Man  könnte  nämlich  so  argumentieren:  Dasjenige  Sinnes- 
organ, welches  in  erster  Ijinie  uns  geometrische  An- 
schauungen vermittelt,  das  Auge,  giebt  uns  ursprünglich 
auch  nur  die  Eindrücke  von  Flächen,  also  zweidimen- 
sionalen Grössen.  Nicht  anders  steht  es  mit  dem  das 
Auge  unterstützenden  Tastsinn.  Trotzdem  erwerben  wir 
uns  vom  Beginn  unseres  Lebens  an  allmählich  die  Fähig- 
keit, die  uns  umgebende  Körperwelt  als  eine  dreidimen- 
sionale zu  erkennen,  und  ebenso  auch  nach  Belieben, 
ohne  Zuhilfenahme  des  Auges,  uns  dreidimensionale  Ge- 
bilde aller  Art  so  anschaulich  vorzustellen,  wie  wir  es 
zum  Zwecke  geometrischer  Einsicht  nur  verlangen  können. 
Dass  im  übrigen  diese  letztere  Fähigkeit,  sich  räumliche 
Dinge  vorzustellen,  je  nach  dem  darauf  verwandten 
Masse  von  Uebung  eine  sehr  verschiedene  sein  kann, 
thut  hier  nichts  zur  Sache.  An  diese  Thatsache  Hesse 
sich  nun  die  Erwartung  knüpfen,  dass,  wenn  nicht  das 
Auge,  so  doch  vielleicht  die  geometrische  Phantasie  das 
erwähnte  Yorstellungsvermögen  so  ausbilden  könnte,  dass 
zu  dem  hinzuerworbenen  Sinne  für  die  dritte  Ausdehnung 
auch  noch  der  für  die  vierte  treten  könnte.  Es  ist  aber 
leicht  einzusehen,  dass  dieser  Gedanke  gänzlich  hoff- 
nungslos ist.  Dasjenige  nämlich,  was  unsere  Wahr- 
nehmungsfähigkeit für  dreidimensionale  Dinge  ei*zeugt 
und  ausbildet,  ist  erstens  die  Erfahrung,  welche  wir 
teils   mittelst   das  Auges   durch   die  Bewegungserschei- 
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nungen  unseres  eigenen  Körpers  und  der  uns  umgebenden 
Welt,  teils  mittelst  unseres  Tastsinnes  erlangen,  zweitens 
unser  Urteil,  welches  die  durch  Sehen  und  Fühlen  ge- 
wonnenen Erfahrungen  kombiniert,  und  die  immer  nur 
zweidimensional  bleibenden  Wahrnehmungen  des  Gesichts- 
und Tastsinnes  zu  einem  der  objektiven  Wirklichkeit 
entsprechenden  Bilde  vereinigt.*)  Aber  erst  diese  ge- 
steigerte Fähigkeit  des  Gesichtssinnes  befähigt  uns  auch 
zur  Bildung  von  Vorstellungen  dreidimensionalen  Inhalts, 
denn  mit  der  Wahrnehmungsfähigkeit  wird  gleichzeitig 
unser  Yorstellungsvermögen  ausgebildet,  welches  beständig 
Veranlassung  hat,  die  Gegenstände  der  Wahrnehmung 
innerlich  (vor  dem  „geistigen  Auge")  zu  reproduzieren. 
Vergleichen  wir  mit  diesen  Thatsachen  die  Bedingungen, 
unter  welchen  eine  Vorstellung  von  vierdimensionalen 
Gebilden  möglich  wäre,  so  ist  vor  allem  klar,  dass  hier 
die  wesentliche  Grundlage  vollständig  fehlt,  nämhch  das 
Vorhandensein  einer  vierdimensionalen  Aussenwelt,  aus 
welcher  wir  die  t]rfahrungen  schöpfen  könnten,  welche 
die  ursprüngliche  Thätigkeit  unserer  Sinneswerkzeuge 
ergänzen  würden.  Es  ist  daher  auch  dem  Geiste  un- 
möglich, sich  irgend  welche  Vorstellungen  auf  diesem 
Gebiete  zu  bilden.  Denn  wenn  der  Geist  auch  frei 
schaifen  und  sich  Dinge  vorstellen  kann,  die  das  vVuge 
nie  gesehen  hat,  so  bleibt  doch  dieses  Schaffen  stets  in 
die  allgemeinen  Grenzen  gebannt,  die  auch  der  AVahi'- 
nehmung  des  Auges  gesteckt  sind.    Mit  anderen  Worten: 

*)  Die  Hilfe,  welche  das  stereoskopische  Sehen  mit  zwei 
Augen  g-evvährt,  kommt  natürlich  ebenfalls  in  Betracht.  —  Wie  sehr 
übrigens  selbst  für  ein  normal  ausgebildetes  Auge  in  besonderen 
Fällen  der  Mangel  jener  Erfahrung  und  jenes  Urteils  das  objektive 
Sehen  beeinträchtigen  kann,  und  wie  unbehilflich  das  Auge  in 
solchen  Fällen  wird,  bemerken  wir  am  besten,  wenn  wir  vom  Gipfel 
eines  hohen  Berges  eine  tief  unter  uns  liegende  Landschaft  betrachten. 
Dieselbe  wird  unserem  Auge  verhältnissmässig  eben  erscheinen,  und 
so  überraschend  der  durch  diesen  Umstand  gesteigerte  Eindruck  der 
Höhe  unseres  eigenen  Standpunktes  ist,  ebenso  überraschend  wird 
beim  Abstieg  die  Entdeckung  von  allerlei  förmlich  unter  unseren 
Augen  anwachsenden  Unebenheiten  sein,  von  deren  Vorhandensein 
wir  oben  keine  Ahnung  hatten.  Aehn liehen  Täuschungen  ist  namentlich 
das  Auge  des  Bewohners  der  Ebene  im  Gebirge  auch  beim  horizon- 
talen Sehen  ausgesetzt. 
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wir  können  uns  nur  solche  Geg-enstände  und  Gebilde 
vorstellen,  von  denen  wir,  wenn  wir  sie  nicht  schon  ge- 
sehen haben,  doch  wenigstens  begreifen,  dass  wir  sie 
sehen  könnten. 

Muss  nun  auf  eine  direkte  Wahrnehmung  und  Vor- 
stellung von  Gebilden  mit  mehr  als  drei  Dimensionen 
endgiltig  verzichtet  werden,  so  kann  man  zunächst  ver- 
suchen, die  vierte  Dimension  durch  irgend  ein  Surrogat 
der  Vorstellung  näher  zu  bringen.  Gesetzt,  wir  betrachten 
die  gewöhnliche  perspektivische  Zeichnung  eines  undurch- 
sichtigen Würfels,  bestehend  aus  einem  Quadrat  mit  zwei 
anstossenden  Parallelogrammen.  Ein  im  Betrachten  solcher 
Zeichnungen  ungeübtes  Auge  wird  im  vorliegenden  Falle 
vielleicht  nur  die  eben  erwähnten  ebenen  Figuren  sehen, 
nicht  aber  eine  Darstellung  des  räumlichen  Körpers.  Denn 
es  ist  eben  bei  dieser  Abbildung  eines  Körpers  auf  einer 
Ebene  eine  Dimension  verloren  gegangen.  Erscheint 
aber  etwa  das  Quadrat  in  hellgrauer  Färbung,  und  die 
beiden  Parallelogramme  in  zwei  abgestuften  dunkleren 
Farbentönen,  so  kann  die  Färbung  jedes  einzelnen  Punktes 
der  Zeichnung  gewissermassen  als  ein  Surrogat  der  fehlen- 
den dritten  Dimension  angesehen  werden,  so  dass  wir 
statt  mit  J^änge,  Breite  und  Dicke  nunmehr  zu  thun 
haben  mit  Länge,  Breite  und  Farbe.  Der  Nutzen  dieses 
Surrogats  bewährt  sich  sogleich  darin,  dass  es  dem  Auge 
dadurch  leichter  wird,  in  der  Zeichnung  die  Darstellung 
eines  köiperlichen  Gebildes  zu  erkennen,  well  ein  wirk- 
licher Würfel  unter  gewöhnlichen  Beleuchtungsverhält- 
nissen ähnliche  Abstufungen  in  der  Färbung  seiner  sicht- 
baren Flächen  zeigt.  In  ähnlicher  Weise  könnte  man 
allgemein  sagen,  dass  bei  einem  in  Farben  ausgefühilen 
Gemälde  die  fehlende  diitte  Dimension  für  das  Auge 
durch  die  Farben  ersetzt  wird,  bei  einem  Holzschnitt 
oder  Kupferstich  durch  die  Schattierungen,  während  eine 
nur  die  Umrisse  der  Gegenstände  bietende  Skizze  die 
Vorstellung  des  Köiperlichen  am  unvollkommensten  her- 
vorrufen wird.  Wenn  trotzdem  solche  Skizze,  von  der 
Hand  eines  Meisters  liervorgebracht,  gi'ossen  Wertli  hal)en 
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kann,  so  liegt  der  Grund  darin,  dass  ein  geübtes  Auge 
sich  von  selbst  ergänzt,  was  der  Skizze  zur  Hervor- 
bringung eines  körperlichen  Eindruckes  fehlt,  gerade  so 
wie  ein  im  Betrachten  stereometrischer  Zeichnungen  ge- 
übtes Auge  mit  der  einfachen  Darstellung  der  Ecken 
und  Kanten  eines  Körpers  sich  begnügt,  um  aus  einer 
solchen  Zeichnung  den  Eindruck  des  Räumlichen  zu  ge- 
winnen. 

Noch  auffälhger  und  einfacher  als  an  dem  oben 
gegebenen  Beispiele  der  Würfelzeichnung  zeigt  sich  der 
Nutzen  des  Verfahrens,  jedem  Punkte  der  ebenen  Zeich- 
nung eines  Körpers  eine  bestimmte  Färbung  zu  geben, 
wenn  ein  gewöhnlicher  Kreis  als  Bild  einer  Kugel  be- 
trachtet werden  soll.  Denn  hier  giebt  die  einfache 
Zeichnung  auch  dem  geübten  Auge  durchaus  keine  Ver- 
anlassung, etwas  Räumliches  in  ihr  zu  sehen,  während 
eine  zweckmässige  Färbung  aller  Punkte  durch  abgestufte 
Farbentöne  sofort  ein  plastisches  Bild  der  Kugel  erzeugt 
und  die  fehlende  dritte  Dimension  ergänzt.  An  dieses 
Beispiel  wollen  wir  denn  auch  anknüpfen,  um  Surrogate 
für  die  vierte  Dimension  zu  betrachten.  Wie  nämlich 
die  zweidimensionale  Kreisfläche  als  Abbild  des  drei- 
dimensionalen Kugelkörpers,  so  kann  dieser  wieder  als 
Abbild  eines  analogen  vierdimensionalen  Gebildes  be- 
trachtet werden.  Denken  wir  uns  nun  eine  Kugel  aus 
Sandstein,  und  alle  Körnchen  derselben  in  einer  be- 
stimmten Abstufung  der  Farbentöne  gefärbt,  so  lässt  sich 
sagen,  dass  in  dieser  Kugel,  wenn  sie  als  Abbildung 
jenes  vierdimensionalen  Gebildes  gelten  soll,  die  fehlende 
vierte  Dimension  ebenso  durch  die  Farbe  ersetzt  wird, 
wie  in  dem  Kreise  als  Abbildung  der  Kugel  die  fehlende 
dritte  Dimension.  —  Aber  hier  entsteht  sofort  die  Frage: 
Leistet  in  diesem  Falle  die  Farbe  etwas  Aehnliches  füi' 
die  Anschauung  oder  Vorstellung  wie  vorhin?  Keines- 
wegs! Denn  vorhin  wurde  durch  die  gefärbte  Zeichnung 
eine  bekannte  Vorstellung  geweckt,  nämlich  die  des  An- 
blicks, welchen  eine  wirkliche  Kugel  bietet.  Hier  aber 
handelt  es  sich  darum,  dass  eine  ganz  neue,  vorher  un- 
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bekannte  Vorstellung,  nämlich  die  eines  vierdimensionalen 
Körpers,  erzeugt  werden  soll.  Und  das  leistet  das  Surrogat 
der*  fehlenden  Dimension  nicht,  mag  es  nun  Farbe  heissen, 
wie  wir  hier  angenommen  haben,  oder  Masse,  oder  An- 
ziehung, oder  wie  sonst  die  Versuche  heissen  mögen,  die 
man  in  diesei"  Richtung  angestellt  hat.  Es  scheint  sogar, 
dass  gerade  aus  einem  Missverständnis  derartiger  Ver- 
suche die  irrtümliche  Auffassung  stammt,  als  liege  es  im 
Begriff  des  vierdimensionalen  Raumes,  dass  dem  Welt- 
raum oder  den  in  ihm  enthaltenen  Gebilden  eine  vierte 
Dimension  beigelegt  werde. 

Gleichwohl  braucht  man  das  eben  beschriebene  Ver- 
fahren nur  von  der  überflüssigen  und  störenden  Zutliat 
dessen  zu  befreien,  was  die  vierte  Dimension  ersetzen 
soll,  um  ein  auf  dem  Boden  der  reinen  Mathematik 
wurzelndes  Anschauungsmittel  zu  erlangen,  welches  alles 
das  leistet,  was  man  hier  der  Natur  der  Sache  nach 
überliaupt  von  einem  solchen  verlangen  kann.  Es  ist 
bereits  hervorgehoben  worden,  wie  eine  ebene  Zeichnung 
sehr  wohl  als  Abbildung  eines  gewöhnlichen  Körpers 
gelten  kann,  wobei  zwai'  eine  Dimension  verloren  geht, 
aber  durch  unser  Vorstellungsvermögen  wieder  hineinge- 
tragen wird.  Das  Verfahren,  durch  welches  eine  solche 
Zeichnung  zu  stände  kommt,  ist  die  Projektion,  über 
deren  Begriff  liier  wohl  nichts  erörtert  zu  werden  braucht. 
—  Nehmen  wir  nun  die  schon  oben  erwähnte  Zeichnung 
des  Würfels  wieder  vor,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass 
der  Würfel  jetzt  als  durchsichtig  gelten  soll,  wodurch 
also  sämtliche  Ecken  und  Kanten  in  der  Zeichnung  zum 
\^rschein  kommen.  Gesetzt,  es  sei  jemand,  der  diese 
Zeichnung  betrachtet,  nicht  im  stände,  sie  als  Abbildung 
eines  Körpers  zu  erkennen,  indem  sein  räumliches  Vor- 
stellungsvermögen ihn  hierbei  im  Stich  Hesse.*)  Er  wii'd 
gleicliwohl,  wenn  er  wenigstens  weiss,  was  sie  vorstellt, 
aus  der  Zahl  der  Ecken,  Kanten  und  Flächen,  und  der 


*)  Dit!s  kann  auch  einem  geübteren  Beobachter  leicht  begegnen, 
wenn  diu  Zeichnung  den  Körper  in  einer  ungewohnten  Stellung  zeigt. 

2 


—    18    — 

Art  ihrer  Verteilung  aneinander  im  stände  sein,  allerlei 
Angaben  über  den  Körper  zu  machen,  und  so  von  der 
Figur  Nutzen  zu  ziehen.  Werden,  wie  es  in  der  dar- 
stellenden Geometrie  geschieht,  in  gesetzraässiger  Weise 
zwei  oder  drei  solcher  Projektionszeiclmungen  hergestellt, 
so  können  dieselben  sogar  überhaupt  zur  wissenschaft- 
lichen Erforschung  der  Eigenschaften  des  dargestellten 
Körpers  benutzt  werden.  In  ganz  entsprechende!'  Weise 
kann  nun  auch  von  einem  vierdiraensionalen  Gebilde, 
namentlich  wenn  es  von  gewöhnlichen,  ebenflächigen 
Körpern  begrenzt  ist,  eine  Projektion  im  dreidimensionalen 
Räume  hergestellt  werden.  Wie  bei  der  gewöhnlichen 
ebenen  Projektionszeichnung  eines  Körpers,  so  werden 
auch  bei  der  Herstellung  der  Projektion  eines  vierdimen- 
sionalen  Gebildes  nur  die  Kanten,  und  zwar  durch  Drähte, 
resp.  Fäden  zur  Darstellung  gebracht,  so  dass  die  Pro- 
jektion sich  als  ein  räumliches  Liniennetz  darstellt.  Auf 
diese  Weise .  hat  z.  B.  der  Verfasser  die  oben  erwähnten 
regelmässigen  Körper  des  vierdimensionalen  Raumes  zur 
Anschauung  gebracht.  Das  einfachste  dieser  Projektions- 
modelle besteht  aus  einem  Draht-Tetraeder,  in  welchem 
ein  innei-er  Punkt  durch  Fäden  mit  den  vier  Ecken  ver- 
bunden ist.  Wie  es  nun  überhaupt  möglich  ist,  von 
Gebilden,  die  man  sich  nicht  einmal  vorstellen  kann, 
erstens  die  theoretische  Existenz  zu  beweisen,  und  zweitens 
zuverlässige  Projektionen  derselben  herzustellen,  diese 
Frage  kann  in  dem  Räume  dieses  Aulsatzes  nicht  be- 
antwortet werden,  würde  auch  zu  sehr  in  das  specielle 
Gebiet  der  Mathematik  hinüber'greifen.  Es  ist  im  all- 
gemeinen von  diesen  räumlichen  Projektionsgebilden  nur 
noch  zu  sagen,  dass  genau  so,  wie  bei  den  oben  be- 
schriebenen Projektionszeichnungen,  eine  Dimension  des 
dargestellten  Gebildes  verloren  geht,  dass  aber  diese 
Dimension  nicht  durch  unser  räumliclies  Vorstellungs- 
vermögen ersetzt  werden  kann,  weil  uns  eben  dieses 
Vermögen  hinsichtlich  der  vierten  Dimension  im  Stich 
lässt.  Sie  leisten  also  dem  Beobachter  dieselben  Dienste 
wie  jene  Zeichnungen,   vorausgesetzt,   dass  die  letzteren 
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vom  Verstände  als  richtige  Abbildungen  begriffen,  vom 
Auge  aber  nicht  als  solche  erkannt  werden. 

Die  im  Vorstehenden  gelegentlich  mitgeteilten  Proben 
vierdimensionaler  Gebilde  können  als  Bausteine  zu  einer 
Oeometrie  des  vierdimensionalen  Raumes  angesehen  werden. 
Und  nachdem  wir  in  der  Projektion  dieser  Gebilde  auf 
den  dreidimensionalen  Raum  auch  ein  Hilfsmittel  der 
Anschauung  gewonnen  haben,  wie  wir  es  in  analoger 
Weise  auch  in  der  Stereometrie  benutzen,  wenn  wir  ebene 
Zeichnungen  der  betrachteten  Raumgebilde  anfeiligen,  so 
sehen  wir,  dass  die  wissenschaftliche  Entwickelung  einer 
solchen  vierdimensionalen  Geometrie  keineswegs  ausser 
dem  Bereich  der  Möglichkeit  liegt.  Thatsächlich  ist  auch 
in  den  letzten  beiden  Jahrzehnten  auf  diesem  Gebiete 
nacl)  allen  Richtungen,  sowohl  in  niederer  wie  in  höherer 
Geometrie,  so  vieles  geleistet  worden,  dass  der  Abschluss 
wenigstens  dei-  elementaren  Geometrie  des  vierdimen- 
sionalen Raumes  nicht  mehr  fern  zu  liegen  scheint. 

Diese  „Zukunftsgeometrie"  wird  allerdings  mangels 
jeder  Anwendbarkeit  auf  Verhältnisse  der  Wirklichkeit 
niemals  die  Wichtigkeit  und  Bedeutung  der  Geometrie 
der  Ebene  und  des  Raumes  erlangen,  und  auch  in  ihrer 
Eigenschaft  als  formales  Bildungsmittel  unseren  Schulen 
feinbleiben,  es  müsste  denn  sein,  dass  in  einei*  künftigen 
(Generation  die  p]ntlastung  von  unmodernem  Lehrstoff 
eine  noch  ungeahnte  Steigerung  des  Vorstellungs-  und 
Abstraktionsvei-mögens  zur  Folge  hätte. 

Dahingegen  ist  der  rein  wissenschaftliche  Nutzen 
der  geometrischen  Betrachtungen  und  Resultate  auf  vier- 
wie  auf  mehrdimensionalem  Gebiete  keineswegs  gering 
anzuschlagen.  Denn  nicht  nur  wii'd  der  Zusammenhang 
analoger  Wahrheiten  in  den  Gebieten  der  geraden  Linie, 
der  Ebene  und  des  gewöhnlichen  Raumes  besser  be- 
griffen, wenn  wir  diese  Gebiete  als  Anfangsglieder  einer 
ganzen  Reihe  von  Gebieten  kennen  lernen;  wir  vermögen 
auch  aus  Resultaten  der  mehrdimensionalen  Geometiie  durch 
Specialisierung  und  andere  Mittel  neue  Wahrheiten  der  ge- 
wöhnlichen Cieoraetrie  abzuleiten,  zu  denen  ein  andererWeg 
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nur  schwer  aufzuiinden  wäre.  Dazu  kommt,  dass  jede  Fort- 
entwickelung-  eines  Zweiges  dei*  mathematischen  Wissen- 
schaft auch  auf  andere  Zweige  befruchtend  und  fördernd 
einwirkt,  die  mit  jenem,  sei  es  als  Anwendungsgebiete,  sei 
es  als  Hilfswissenschaften,  zusammenhängen. 

Aus  dem,  was  wh'  bisher  über  den  vierdimensionalen 
Raum  gesagt  haben,  ist  nun  wohl  ersichtlich,  dass  er  das 
Interesse  des  Mathematikers  erregen  kann;  allein  die 
weite  Verbreitung,  welche  wenigstens  die  Kenntnis  seines 
Namens  im  grösseren  Publikum  erlangt  hat,  würde  sich 
hieraus  noch  lange  nicht  erklären.  Denn  naturgemäss  sind 
es  nicht  die  Resultate  der  reinen  Wissenschaft,  sondern 
erst  ihre  Anwendungen  auf  Verhältnisse  der  Wirklich- 
keit, welche  die  Aufmerksamkeit  weiterer  Kreise  auf  sich 
ziehen.  Und  es  ist  vorhin  ausdrüdilich  betont  worden, 
wie  sehr  gerade  die  vierdimensionale  Geometrie  von 
praktischen  Anwendungen  entfernt  ist.  Wie  nun  trotz- 
dem der  Begriff  des  vierdimensionalen  Raumes  mit  ge- 
wissen Problemen,  die  uns  im  Welträume  begegnen, 
theoretisch  zusammenhängt,  dieser  Frage  wollen  wir  im 
Folgenden  näher  treten. 

Zunächst  giebt  es  Probleme  der  ebenen  Geometrie, 
die  sich  nicht  in  der  Ebene  allein  erledigen  lassen,  sondern 
nur  unter  Zuhilfenahme  des  dreidimensionalen  Raumes. 
Legen  wir  z.  B.  zwei  einseitig  schwarz  gefärbte  Papier- 
blätter so  aufeinander,  dass  die  schwarzen  Seiten  oben 
liegen,  schneiden  gleichzeitig  aus  beiden  ein  ungleich- 
seitiges Dreieck  aus,  und  legen  dann  diese  beiden  Drei- 
ecke, die  schwarzen  Seiten  wieder  nach  oben  gewendet, 
auf  eine  p]bene,  so  können  dieselben  durch  einfaclies 
Verschieben  in  der  Ebene  zu  vollständiger  Deckung  ge- 
bracht werden.  Man  nennt  sie  in  diesem  Falle  kon- 
gruent. Lagen  dagegen  die  Papierblätter  etwa  so  auf- 
einander, dass  die  schwarzen  Seiten  einander  von  innen 
berührten,  so  können  die  beiden  (in  diesem  Falle  sym- 
metrisch genannten)  Dreiecke,  wenn  sie  ebenso  wie  oben 
auf  die  Ebene  gebracht  worden  sind,  nicht  mehr  durch 
blosse  Verschiebung  zur  Deckung  gelangen.     Man  muss 
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vielmelir  das  eine  derselben  vorher  so   umklappen,   dass 
die  weisse  Seite  oben  liegt,   und  diese  Umklappung  ist 
nur  dadurch  m(")glich,   dass   das  Dreieck   aus   der  Ebene 
in   den   Raum   hinaus  gebracht,    dort  umgewendet,    und 
endlich    wieder   in    die   Ebene    zurückversetzt   wird.  — 
Eine    ganz   analoge    Aufgabe    bietet    der*   Raum    selbst. 
Ziehen  wir  nämlich  auf  den  weissen  Seiten  zweier  Papier- 
blätter der  voi'igen  Art  von  einem  Punkte  des  Randes 
aus    zwei   Linien,   welche    mit   dem    Rande    auf  beiden 
Blättern  glei(;he  Winkel  bilden,  falten  dann  beide  Blätter 
längs  dieser  ]  minien  so,  dass  die  schwarzen  Flächen  nach 
aussen  kommen,  und  befestigen  die  offenen  Ränder  jedes 
Blattes  aneinander,  so  entstehen  zwei  kongruente  drei- 
seitige   Ecken,     die    so    ineinander   geschoben   w^erden 
können,  dass  Scheitelpunkte,   Kanten  und  Flächen   der 
einen   sich    mit   denen    der   andern    vollständig   decken. 
Faltet  man  dagegen  das  eine  der  beiden  Blätter  längs 
derselben  Linien  so,  dass  die  weisse  Fläche  nach  aussen 
kommt,  so  sind  die  beiden  Ecken  symmetrisch,  d.  h.  sie 
lassen  sich  trotz  Gleichheit  aller  ihrer  Winkel  nicht  mehr 
ineinander  schieben.    Man  schliesst  nun  durch  Analogie 
wie  folgt:    Gerade  so,  wie  eins  von  zwei  symmetrischen 
Dreiecken  dadurch  zur  Deckung  mit  dem  andern  gebracht 
werden  kann,   dass  man  es  erst  aus  der  gemeinschaft- 
lichen Ebene  herausnimmt,  in  den  dreidimensionalen  Raum 
bringt,   dort  umkehrt  (d.  h.   Ober-  und  Unterseite  ver- 
tauscht) und  dann  wieder  in  die  Ebene  zurücktransportiert, 
geradeso  könnten  wir,   wenn   uns   ein  vierdimensionaler 
Raum  zur  Verfügung  stände,  und  die  Möglichkeit,  Gegen- 
stände in  denselben  hinein  zu  versetzen,  gegeben  wäre, 
die  eine  von  zwei  symmetrischen  Ecken  erst  aus  unserem 
Welträume  in  diesen  vierdimensionalen   Raum    bringen, 
dort  umkehren  (d.  h.  Innen-  und  Aussenseite  vei-tauschen) 
und  dann  in   unseren  Raum   zurückbringen,   worauf  die 
Deckung   der    beiden   Ecken    durch    Ineinanderschieben 
gelingen  würde.     Diese  Operation  würde   möglich  sein, 
ohne  irgendwie  die  Gestalt  der  Ecke   zu   ändern   und 
nachträglich  wieder   herzustellen.    Wenn  freilich  dieses 


99 


letztere  Verfahren  zugestanden  wird,  dann  kann  eine 
solche  Papierecke,  selbst  ohne  den  Zusammenhang*-  ihrer 
Obei'fläche  zu  zerstören,  auch  im  gewöhnlichen  Räume 
umgekehrt  werden.  Sehr  nahe  liegt  hier  der  Vergleicli 
der  beiden  symmetrischen  Ecken  mit  einem  Handschuh- 
paar, dessen  ebenfalls  symmetriscli  gestaltete  Glieder 
dadurch  kongruent  gemacht  werden  können,  dass  man 
durch  Umkehrung  die  Innenseite  des  ^inen  zur  Aussen- 
seite,  und  so  z.  B.  aus  dem  linken  Handschuh  einen 
zweiten  rechten  macht.  Ein  geschickter  Taschen spielei* 
könnte,  indem  er  den  linken  Handschuh  verschwinden 
lässt,  und  dann  statt  desselben  einen  zweiten  rechten 
produziert,  uns  glauben  machen,  er  habe  die  ümkehrung 
auf  die  vorher  beschriebene  Weise  im  vierdimensionalen 
Räume  vollzogen  oder  vollziehen  lassen,  wohin  unser 
Blick  natürlich  nicht  reicht.  Alles  selbstverständlich  unter 
der  Voraussetzung,  dass  wir  entweder  den  Glauben  an 
die  wirkliche  Existenz  des  vierdimensionalen  Raumes  sclion 
mitbringen,  oder  durch  dieses  Experiment  uns  in  diesen 
Glauben  versetzen  lassen.  Theoretisch  wäre  unter  dieser 
Voraussetzung  nichts  gegen  die  vorgebrachte  Erklärung 
einzuwenden. 

Ein  anderes  Beispiel.  Zeichnen  wir  einen  Kreis 
auf  der  Ebene,  setzen  die  Spitze  der  Feder,  die  uns 
einen  Punkt  bedeuten  soll,  in  das  Innere  des  Kreises, 
und  lassen,  indem  wir  die  Spitze  der  Feder  auf  dem 
Papier  vorwärts  rücken  lassen,  diesen  Punkt  sich  bewegen. 
Wollen  wir  den  Punkt  aus  dem  Innern  des  Kreises 
herausbringen,  ohne  dass  er  die  Ebene  verlassen  soll,  so 
muss  er  nothwendig  irgendwo  die  Kreislinie  passieren, 
d.  h.  die  Spitze  der  Feder  muss  die  Kreislinie  kreuzen. 
Heben  wir  aber  die  Feder  vorher  auf  und  setzen  ihre 
Spitze  ausserhalb  der  Kreisfläche  auf  dem  Papier  nieder, 
so  ist  unser  Punkt  von  innen  nach  aussen  gekommen, 
ohne  die  Kreislinie  zu  passieren,  er  hat  dieselbe  ottenbar 
dadurch  umgangen,  dass  er  sich  aus  der  Ebene  in  den 
Raum  hinausbewegte,  um  nach  erfolgter  Umgehung  in 
die  Ebene  zurückzukehren.    Dabei  ist  zu  beachten,  dass 
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der  Uebergang  in  den  Raum  an  jeder  beliebigen  Stelle 
der  Kreisfläche  erfolgen  kann,  und  dass  der  Punkt  für 
ein  Auge,  welches  ihn  nur  in  der  Ebene  sucht,  so  lange 
verschwindet,  als  er  ausserhalb  derselben  im  Räume  ver- 
weilt. —  Denken  w4r  uns  jetzt  eine  vollständig  geschlossene 
hohle  Glaskugel,  und  innerhalb  derselben  einen  beweg- 
lichen Punkt;  derselbe  mag  durch  ein  Schrotkorn  dar- 
gestellt sein.  Offenbar  kann  dieser  Punkt  aus  dem  von 
der  Kugelfläche  eingeschlossenen  Räume  nur  dadurch 
nach  aussen  kommen,  dass  die  Kugelfläche  irgendwo 
durchbrochen  wird.  Hätten  wir  aber  einen  vierdimen- 
sionalen  Raum,  so  würden  wir  dieselbe  Wirkung  ohne 
Verletzung  der  Kugelfläche  erzielen  können,  wenn  wir 
den  Punkt  da,  wo  wir  ihn  gerade  vorfänden,  in  den 
viel  dimensionalen  Raum  versetzten,  ihn  hier  die  Kugel- 
fläche umgehen  Hessen,  und  ihn  endlich  ausserhalb  der- 
selben irgendwo  in  den  gewöhnlichen  Raum  zurückver- 
setzten. Ohne  Schwierigkeit  ist  hieraus  das  Recept  zu 
entnehmen,  nach  welchem  der  Taschenspieler,  der  uns 
dieses  Wunder  vorführen  will,  zu  verfahren  hat,  indem 
er  nämlich  zwei  äusserlich  ganz  gleiche  Kugeln,  von 
denen  die  eine  das  Schrotkorn  enthält,  mit  einander 
verwechselt. 

Eine  diitte,  sehr  bekannt  gewordene  und  viel- 
umstrittene Aufgabe  möge  als  letztes  Beispiel  dienen. 
Man  kann  in  einem  mit  zwei  offenen  Enden  versehenen 
Stück  Band  eine  einfache  Schlinge  oder  einen  Knoten 
anbringen,  und  ebenso  diese  Gebilde  wieder  auflösen. 
Sind  dagegen  die  beiden  Enden  aneinander  befestigt, 
so  dass  das  Band  die  Gestalt  einer  geschlossenen  oder 
in  sich  zurückkehrenden  Linie  hat,  so  ist  weder  das  eine 
noch  das  andere  möglich.  Auch  diese,  im  dreidimen- 
sionalen Räume  unlösbaren  Aufgaben  könnten,  natürlich 
ohne  die  Geschlossenheit  des  Bandes  aufzuheben,  oder 
sonst  irgendwie  den  Kern  der  Aufgabe  zu  umgehen,  im 
vierdimensionalen  Räume  gelöst  werden,  und  das  in  den 
Weltraum  zurückversetzte  Band  würde  im  ersten  Falle 
mit   der  Schlinge   versehen,    im   zweiten  von   derselben 
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l)efreit,  wieder  in  die  Erscheinung  treten.  Der  Beweis 
für  die  theoretische  Richtigkeit  dieser  Behauptung  ist 
auf  streng  mathematischem  Wege  erbracht  worden,  und 
jeder  Mathematiker  kann  sich  ohne  Schwierigkeit  durch 
Verfolgung  der  gar  nicht  weitläuftigen,  allerdings  hier 
nicht  mitteilbaren  Rechnung  davon  überzeugen.  Auch 
sonst  hält  es  eben  nicht  schwer,  mancherlei  im  gewöhn- 
lichen Räume  unlösbare  Raumprobleme  anzugeben,  die 
unter  Zuhilfenahme  des  vierdimensionalen  Raumes  ihre 
Erledigung  finden  würden. 

Aber  ebenso  leicht  ist  auch  einzusehen,  dass  alle 
diese  Lösungen  nur  in  der  geometrischen  Phantasie  be- 
stehen können.  Dort  freilich  sind  sie  gleichwertig  mit 
zahllosen  anderen  Konstruktionen  und  Lösungen  von 
Aufgaben,  die  man  eben  auch  nur  in  Gedanken  ausführt, 
wie  (um  nur  einige  ganz  einfache  Beispiele  anzuführen) 
das  Legen  einer  Ebene  durch  drei  Punkte  des  Raumes, 
die  Konstruktion  einer  Kugelfläche  mit  gegebenem  Radius 
aus  einem  Punkte  des  Raumes.  Ja  selbst  unsere  Zeich- 
nungen von  Linien  und  Figuren  auf  einer  Ebene  ent- 
sprechen ja  keineswegs  genau  den  reinen  geometrischen 
Konstruktionen  unserei'  Phantasie,  sondern  sind  nur  mehr 
oder  weniger  grobe  Veranschaulichungsmittel  für  das  Auge. 
Und  der  einzige  Unteischied  zwischen  den  eben  genannten 
Arten  von  Konsti'uktionen  und  denjenigen,  welche  den 
vierdimensionalen  Raum  zu  Hilfe  nehmen,  besteht  darin, 
dass  wir  uns  die  letzteren  eben  nicht  voizustellen  und 
daher  auch  nicht,  ilu-er  richtigen  Beschaffenheit  ent- 
sprechend, zu  veranschaulichen  im  Stande  sind.  —  Indem 
wir  nun  insbesondere  die  mathematischen  Gesetze,  welche 
wir  an  den  von  uns  ausgedachten  und  durch  Zeichnungen 
oder  Modelle  veranschaulichten  Körperformen ,  entdecken, 
in  der  uns  umgebenden  Körperwelt  verwirklicht  und 
bestätigt  finden,  so  geben  auch  umgekehrt  die  noch  un- 
erklärten Erscheinungen  dieser  Körperwelt  uns  Anlass, 
verborgenen  mathematischen  Gesetzen  nachzuspüren,  und 
ebenso  veranlassen  uns  Aufgaben,  welche  wirklich  vor- 
handene Körper  aller  Art  betreffen,,  die  Lösungen  dieser 
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Aufgaben  an  den  entsprechenden  mathematisclien,  d.  h. 
gedachten  Körpern  auf  mathematischem  Wege  zn  suchen. 
Soll  nun  eine  so  gefundene  Lösung  in  die  Wiiklichkeit 
umgesetzt,  d.  h.  an  wirklich  voi'handenen  Körpern  aus- 
g-eftihrt  werden,  so  ist  es  eine  unerlässliclie  Voraus- 
setzung, dass  dazu  nur  das  uns  allein  zugängliche  Gebiet 
des  Weltraums  in  Anspruch  genommen  wird.  Reicht 
dieses  Gebiet  zur  Lösung  einer  solchen  i)raktischen  Auf- 
gabe nicht  aus,  muss  vielmehr  der  vierdimensionale  Raum 
dazu  herangezogen  werden,  so  ist  die  Aufgabe  eine  für 
uns  absolut  unlösbare.  —  Werden  dennoch  vor  unseren 
Augen  solche  im  Weltraum  unlösbare  Aufgaben,  wie  die 
oben  beschriebenen,  gelöst,  so  handelt  es  sich  eben  um 
eine  Täuschung  unserer  Gesichtswahrnehmung,  d.  h.  um 
ein  mehr  oder  weniger  interessantes  Taschenspieler- 
kunststück. 

Durch  die  letzten  Betrachtungen  haben  wir  uns  der 
Grenze  genähei*t,  wo  die  Kompetenz  der  exacten  Wissen- 
schaft in  Sachen  des  vierdimensionalen  Raumes  aufhört,, 
und  das  freie  unbegrenzte  Feld  beginnt,  auf  welchem 
sich  willkürlich  und  ohne  zwingenden  Grund  erdachte 
Hypothesen  tummeln,  abergläubischeVorstellungen,  welche 
den  Inhalt  dieser  Hypothesen  als  W^ahrheit  betrachten, 
und  endlich  gewissenlose  Spekulationen,  welche  sich  be- 
mühen, wider  besseres  Wissen  jene  abergläubischen  Vor- 
stellungen zu  verbreiten. 

Ist  nämlich  der  Mann,  welcher  vor  unseren  Augen 
das  Schrotkorn  aus  der  geschlossenen  Kugel  heraus- 
eskamotiert,  ehrlich,  so  zeigt  er  uns  entweder,  wie  er 
die  Täuschung  durch  natürliche  Handgriffe  in  unserem 
Räume  zu  stände  gebracht  hat,  oder  er  lässt  uns  wenig- 
stens die  Ueberzeugung,  dass  er  unsere  Wahrnehmung 
auf  eine  wenn  auch  von  uns  nicht  begriffene  Weise  ge- 
täuscht hat.  —  Will  er  sein  Kunststück  würzen,  so  kann 
er  dazu  einen  Vortrag  halten,  etwa  wie  folgt:  „Verehrtes 
Publikum,  Ihr  gesunder  Menschenverstand  sagt  Ihnen, 
dass  weder  ich  noch  ein  anderer  Sterblicher  im  Stande 
ist,  das  Schrotkorn,  welches  Sie  in  dieser  Glaskugel  liegen 
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sehen,  oder,  wenn  ich  schüttle,  klappern  hören,  aus  der 
Kugel  heraus  zu  bringen  ohne  irgendwo  die  Kugel  zu 
öffnen,  ich  würde  es  können,  wenn  ich  im  Stande  wäre, 
die  Kugel  mitsamt  ihrem  Inhalt  für  einen  Augenblick 
in  den  vierdimensionalen  Raum  zu  versetzen."  (Folgen 
die  oben  mitgeteilten  Gründe.)  „Dieser  vierdimensionale 
Raum  existiert  nun  allerdings,  und  wird,  geradeso  wie 
unser  Weltraum,  von  denkenden  und  fühlenden  Wesen 
bewohnt,  welche  einen  vierdimensionalen  Körper  besitzen, 
geradeso  wie  Sie  selbst  einen  dreidimensionalen.  Diese 
Wesen  sind  keine  anderen  als  die  Geister  unserer  Ab- 
geschiedenen, welche  dort  in  einer  höheren  Existenz 
w^eiter  leben.  Für  einen  solchen  Geist  ist  es  ebenso 
Jeicht,  unsichtbar  für  uns,  an  jeder  behebigen  Stelle  in 
unseren  Raum  einzugreifen,  und  dort  Dinge  zu  voll- 
bringen, die  uns,  weil  sie  die  Gesetze  der  natürlichen 
Weltordnung  verletzen,  als  Wunder  erscheinen,  wie  es 
für  uns  selbst  ist,  in  jedem  beliebigen  Punkte  der  Papier- 
fläche die  Federspitze  aufzusetzen,  daselbst  Zeichnungen 
auszuführen,  und  die  Spitze  der  Feder  wieder  von  der 
Papierfläche  verschwinden  zu  lassen.  Wäre  die  Papier- 
fläche von  zweidimensionalen  Wesen  bevölkert,  so  würde 
diese  Zeichnung  für  sie  ein  ganz  gleiches  Wunder  sein." 
(Folgt  als  Vorbereitung  auf  das  zu  erwartende  Kunst- 
stück die  Schilderung  des  oben  beschriebenen  zweidimen- 
sionalen Wunders,  wie  ein  Punkt  aus  dem  Innern  eines 
Kreises  herauskommt,  ohne  die  Kreislinie  zu  passieren.) 
„Ja  noch  mehr,  ebenso,  wie  Sie  selbst  auf  einer  Ebene 
einen  zweidimensionalen  Schatten  werfen,  so  vermögen 
auch  die  vierdimensionalen  Leiber  jener  Geister  sich 
in  unseren  dreidimensionalen  Raum  zu  projizieren,  und 
so  als  dreidimensionale  Gebilde  Ihnen  siclitbar  zu  werden. 
—  p]s  giebt  nun  besonders  veranlagte  Menschen,  zu 
denen  auch  meine  Wenigkeit  gehört,  welche  im  stände 
sind,  die  Geister  zu  solchen  Eingriffen  in  unseren  Raum 
zu  veranlassen.  Ich  werde  demnach  die  Ehre  haben, 
diese  Kugel  einem  von  mir  eigens  zu  diesem  Zwecke 
citierten  Geiste  zur  Verfügung  zu  ^  stellen,  der  Geist  wird 


sie,  uns  selbst  unsichtbar,  ebenfalls  zum  Verschwinden 
bringen,  indem  er  sie  in  den  viei'diraensionalen  Raum 
versetzt,  dort  wird  er  sie  von  dem  Schrotkorn  befreien, 
und  dann  wird  beides,  die  Kugel  und  das  herausgenom- 
mene Scluotkorn,  plötzlich  wieder  vor  Jhren  Augen  er- 
scheinen." ^-  Ist  nun  nach  dieser  Vorbereitung  das  Kunst- 
stück geglückt,  und  hat  der  Künstler  seinen  Vortrag  mit 
dem  Humor  und  dem  Tone  der  leisen  Selbstironie  ge- 
halten, welcher  dem  Zuschauer  die  Ueberzeugung  giebt, 
dass  der  Künstler  zwar  im  Ernste  seine  Augen,  aber 
nur  im  Scherz  seinen  Verstand  habe  täuschen  wollen, 
so  werden  die  Zuschauer  die  oratorische  Zugabe  als  eine 
passende  geistige  Würze  des  Kunststückes  betrachten.  — 
Sollte  aber  einer  unter  ihnen  sein,  der  dem  Redner  alles 
aufs  Wort  geglaubt  hat,  und  dem  nun  eine  vorher  un- 
geahnte Perspective  in  eine  vierdimensionale  Geisterwelt 
und  einen  möglichen  Verkehr  mit  derselben  aufgegangen 
ist,  so  ist  dieser  Mann  ein  Spiritist  geworden,  und  zwar 
ein  ehrlicher,  der  wirklich  glaubt,  was  er  gesehen  und 
gehört,  und  was  er  selbst  vielleicht  andere  glauben 
machen  will.  — Wenn  endlich  der  oben  erwähnte  Künstler 
den  Anspruch  erhebt,  dass  alles,  was  er  zur  Erklärung 
seines  Kunststückes  sagt,  von  den  Zuschauern  für  wahr 
gehalten  werden  soll,  und  wenn  er  diese  seine  vermeint- 
lichen Ueberzeugungen  auch  im  Ernste  anderen  bei- 
zubringen sucht,  so  ist  er  ebenfalls  ein  Spiritist,  aber 
einer  von  der  schlimmen  Sorte  derjenigen,  welche  unter 
dem  Deckmantel  der  Wissenschaft  das  in  dieser  Wissen- 
schaft nicht  genügend  bewanderte  oder  sonst  leicht- 
gläubige Publikum  zu  täuschen  versuchen. 

Wir  können  jetzt  die  Popularität  des  vierdimensionalen 
Raumes  begreifen.  Denn  wir  sehen  ja  diesen  Begriff  durch 
den  Spiritismus  in  Zusammenhang  gebracht  mit  derjenigen 
Frage,  die  von  jelier  den  denkenden  Geist  wie  keine  an- 
dei'(^  beschäftigt  hat  und  beschäftigen  wird,  so  lange  es 
Menschen  giebt:  mit  der  Frage  nach  unserer  Fortexistenz 
nach  dem  Tode.  Fassen  wir  lediglich  die  eine  Behaup- 
tung des  Spiritismus,  dass  die  Seelen  im  vierdimensionalen 


—    28    — 

Räume  weiterexistieren,  als  eine  der  zahlreichen  Hypo- 
thesen auf,  welche  zur  Beantwortung  dieser  Frage  auf- 
gestellt worden  sind,  so  ist  die  Annahme  dieser  Hypo- 
these, wie  so  vieles  Andere,  wofür  kein  direkter  Beweis 
erbracht  werden  kann,  eben  Sache  des  Glaubens.  Wenn 
aber  wii'klich  jemand  im  Ernste  die  Verbreitung  dieses 
Glaubens  sich  wollte  angelegen  sein  lassen,  dann  würde 
<er  besser  thun,  ein  ehrliches  ignorabimus  auszusprechen, 
als  wie  der  Spiritist  es  macht,  ein  allei'  Wissenschaft 
und  Erfahrung  hohnsprechendes  Beweisveifahren  einzu- 
schlagen, welches  nicht  nur  alle  Augenblicke  als  Täuschung 
entlarvt  wird,  sondern  selbst  dem  (Uäubigen  die  Aussicht 
auf  eine  Zukunft  verleiden  müsste,  in  der  er  keinen 
Augenblick  sicher  wäre ,  von  seinen  ehemaligen  Mit- 
menschen citiert  und  zur  Verübung  von  alleilei  Unfug 
und  Albernheiten  missbraucht  zu  werden. 

Ueberlassen  wir  also  den  vierdimensionalen  Raum 
den  Mathematikern,  die  schon  seit  einer  ganzen  Reihe 
von  Jahren  sich  in  demselben  häuslich  eingerichtet  und 
eine  wahrhaft  fruchtbringende  und  für  die  Fortentwick- 
lung der  Wissenschaft  nützliche  Thätigkeit  darin  ent- 
faltet haben.  Unterscheiden  wir  aber  vor  allen  Dingen 
zwischen  diesem  rein  abstr-akten  Gebilde  geometrischer 
Ueberlefrung,  welches  uns  nirgends  in  Widerspillche  mit 
anerkannten  Gesetzen  verwickelt,  und  dem  Raum  der 
Spiritisten,  welcher  ohne  weiteres  als  wirklich  existierend 
angenommen  und  mit  unserem  Weltraum  in  einen  Zu- 
sammfmhang  gesetzt  wird,  der  zwar  zum  Teil  theoretisch 
richti'jf  begründet  ist,  dagegen  in  seinem  Anspruch  auf 
wirkliche  Existenz  mit  den  durch  jahrtausendelange  Er- 
fahr mg  bestätigten  Gesetzen  unserer  Weltordnung  in 
Widerspruch  gerät  und  daher  zu  verwerfen  ist.  Mit 
die^ser  Gegenüberstellung  dürfte  der  Begriff  des  vier- 
dii  nensionalen  Raumes  hinreichend  geklärt  sein. 
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lieber  den  sogenannten 
vierdimensionalen  Raam 
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